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引言

矩阵的秩是矩阵理论中的一个基本工具, 它在《高等代数》
线性方程组解的结构刻画中起着重要的作用(参见文献[1,2]).
设F是一个数域,Fn×n表示F上所有n× n矩阵组成的集合.对

于任意A ∈ Fn×n, r(A)表示矩阵A的秩. 由矩阵秩的基本性质不
难得到

n = r(A0) ≥ r(A1) ≥ · · · ≥ r(Ak) ≥ r(Ak+1) ≥ · · ·
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引言

由于r(Ak)是非负整数, 所以必定存在一个非负整数m, 使
得r(Am+1) = r(Am). 那么, 一个自然的问题是:
(1)对于给定的非负整数m, 什么样的矩阵A满足

r(Am+1) = r(Am)?

(2)对于给定的矩阵A, 满足

r(Am+1) = r(Am)

的最小非负整数m是多少？
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引言

对于问题(1), 文献[3]探讨了m = 1的情形，利用矩阵的有理
标准形证明了如下结论.

定理1.1[3]

设A ∈ Fn×n(n ≥ 2), d(λ)为A的最小多项式, 则

r(A2) = r(A)

当且仅当

(λ, d(λ)) = 1或λ是d(λ)的单因式.

注注注：：：满足r(A2) = r(A)的矩阵A称为秩幂等矩阵.

谭宜家 关于矩阵幂的秩不变的进一步探讨 2025年11月15日 5 / 16



引言 主要结论 参考文献
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文献[4]讨论了问题(1)的一般情形,利用矩阵的Jordan标准形
证明了下面结论.

定理1.2[4]

设A是复数域上的n× n矩阵(n ≥ 2),m是正整数, 则下列条
件等价:
1)存在整数l > m,使得r(Al) = r(Am);
2) 矩阵A的Jordan标准形中每一个主对角线元素全
为0的Jordan块的阶均小于或等于m;
3)对于任意整数l > m,均有r(Al) = r(Am);
4)r(Am+1) = r(Am).
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引言

本文进一步探讨问题(1)和(2),对一般数域F上满足条件

r(Am+1) = r(Am)

的矩阵A给出一些新的等价刻画,同时获得满足

r(Am+1) = r(Am)

的最小非负整数m的一个方法.部分结论推广了定理1.1.

谭宜家 关于矩阵幂的秩不变的进一步探讨 2025年11月15日 7 / 16



引言 主要结论 参考文献

引言

对于A ∈ Fn×n, 定义

R(A) = {Aα|α ∈ Fn},

这里Fn表示数域F上全体n维列向量组成的向量空间;
N(A) = {α ∈ Fn|Aα = 0};
E表示单位矩阵.
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定理2.1

设A ∈ Fn×n, (n ≥ 2), m是非负整数.则下列条件等价:
(1) r(Am+1) = r(Am).
(2)对于任意整数l ≥ m,均有r(Al) = r(Am).
(3)对于任意整数l ≥ m,均有R(Al) = R(Am).
(4)对于任意整数l ≥ m,均有N(Al) = N(Am).
(5)对于任意整数l ≥ m,均有Fn = R(Am)⊕N(Al).
(6)存在可逆矩阵P ∈ Fn×n,使得Am+1 = PAm.
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定理2.2

设A ∈ Fn×n, (n ≥ 2), d(λ)为A的最小多项式,m是非负整数.
则

r(Am+1) = r(Am)

的充要条件是存在整数k,0 ≤ k ≤ m, 使得 λ 是 d(λ) 的k重因式.
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定理2.3

设A ∈ Fn×n, (n ≥ 2), d(λ)为A的最小多项式,则m是满足

r(Am+1) = r(Am)

的最小非负整数的充要条件是λ是d(λ)的m重因式.
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定理2.3实际上给出了寻找满足条件r(Am+1) = r(Am)的最
小非负整数m的一个方法:

对于给定的矩阵A ∈ Fn×n,对A的特征矩阵λE−A进行初等
变换,求出λE−A的标准形

D(λ) = diag(1, · · · , 1, d1(λ), · · · , ds(λ)),

其中di(λ)|di+1(λ), 1 ≤ i ≤ s− 1.那么ds(λ)是矩阵A的最小多项
式.如果ds(λ) = λmh(λ)满足(λ, h(λ)) = 1,那么m是满足

r(Am+1) = r(Am)

的最小非负整数.
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例2.1

考虑矩阵A =


1 0 −1 2
1 0 −1 2
0 1 −1 2
0 0 0 2

 ,对A的特征矩阵λE−A作

初等变换，得λE−A的标准形

D(λ) = diag(1, 1, 1, λ3(λ− 2)),

那么λ3(λ− 2)是矩阵A的最小多项式.
显然m = 3是满足r(Am+1) = r(Am)的最小非负整数. 实际

上，经计算得 r(A) = 3, r(A2) = 2, r(A3) = r(A4) = 1.
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